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 族N呈 の特異点の集合をもつ有理 型関数の挙動




 孤立 真性特異点の 近くで の解析関数の挙動につ いて は, 19世 紀末に ヒf カールによってえ られ た有
 名な定理があ る。 今世紀30年代ネバ ンリ ンナによ って特異点 が対数容量零 の閉 点集合であ るような
 解析関数のその特異点の近傍における挙動が始めて研究されて以来, こ の問題は多くの人々によ っ
 て研究され. いくつかの結果が得られている。
 さて, より大きい関数論的零集合を特異点にもつ一価解析関数のそ の特異点の近傍での挙動をし
 らべること, また逆に関数の性質を規制することによって特異点の集合はどのような制限をうける
 かを研 究す ることは複素関数論における 重要な問題であろう。
 本論 文においては, イベルゼ ン性質に関連して黒田 によ って導入された関数論的零集合の族 禅雪
 を用いて上記の問題を論ず る。
 たとえば, ヘルス トレム, 亀谷は次のことを独立に証明した。
 Eをz平面上 の対数容量零の有界閉集合で領域 1) に完全に含まれるとす る。 ω=∫(z)が領域 D-E
 で…価有理型で, Eの各 点z。を真性特異点にもつならば, ω=∫(θ は点z。の任意の近傍において対
 数容量零の値の集合を除けばすべての値を無限回とる。
 ま た辻は上の結果 の集積値集合論への拡張として, つぎの定理を示した。
 1) をz平面一ヒ の領域, fをその境界, Eを1「 上の対数容量零 の有界閉集合とし,z。をEの点 とす る。
 ∫(zlが∂で 一価有理型であって, 9=o、 (五 z。)一〇r_. (∫, z。 )は空でないとすれば, ωコ∫(z)
 は点z。の任意の近傍 において9に属するすべての値を, 高々対数容量零の値の集合を除いて無限回
 とる。 ここにOD (∫, z。 ), Op、、( ∫, z。 )はそれぞれ∫ω の点z。における内積値集合, 界集積値
 集合である。
 本論文においては第一章, 第二章 において族 ノv二 の点集合を詳しく調べ, その性質を用いて,
 ヘルス トレム・亀谷の定理と 辻 の定 理を 拡張して精密にし, それらの結論がこれ 以上改良 できぬこ
 とを示す。 第 一i章においては族亙二 の中の特殊な点集合 を用いて, いわゆるエ ルベの定理を精密に
 す る。
 第一章 ある関数論的零集合
 Eを z一 平面上の全不連結なコンパク ト集合, o を拡張さ れたz 平面に関す るE の補 領域とす る。
 0 の内部に集積しない 高々 可算個 の解析曲線か らなる相対境界をもつσ 内の領域を考え, か、る領
 域を0 内の 部分 面と称する。 θ 内の任意 の部分 面に対し実数 部が相対境 界上 で連続的に零にな る,
 その部分 面上で 一価 有界な 解析関数は定数に限 ると きE は族ノV二 に属するとい う。
 Eの対数容量が零ならばE は族那二 に属すこと, また正の対数容量をも ちかつ亙二 に属するコン
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 パク ト集合が存在す ることはよく知 られて い る。ま た凹 が族押書 に属す るならばEはアールフォルス・
 ボイ ルリンクの意味の族κB に属する。
 この章においてはEがハ「§ に属するときG内の任意の部分面において, エバンス・ゼルベルグの
 ポテンシャ ルに類似 の関数 が存在す ることを示す。 すなわち
 定理 △がσ内の部分面で, その境界が相対境界rと稲 に属す るコンパク ト集合Eからなり,
 Eの各点が△の少くとも 2点 を含 む境界連続体に属す るならば, Eの各点で正の無限大にな り,
 かっ△Urにおいて正, 調和となる関数ωωが存在す る。
  この応用 として, いわゆるE に対するエ ルベの条件の下に前述の辻 の定理の精密化がえ られ る。
 すなわち
 定理 1)をz平面上の領域, fをその境界, EをF上の略 に属するコンパクト集合でさらに
 Eの各点が 0の少くとも 2点を含 む境界連続体に属す るとし, z。 をEの点と す る。
  ∫(z) を。で一価有理型な関数すると き, 91 o. (∫, z。)一。,一、 (∫, z。)が空でなければ,
 ω=∫ 〔z}は点 z。 の任意の近傍において9に属す るすべての値を高々対数容量零の値の集合を除
 いて無限回とる。
  さらに例を与えることによって我々の定理においてエルベの条件が除き得ないことを示す。
 また同 じ例は前述のヘルス トレム・亀谷の定理 で条件、。 Eの対数容量が零 "を。Eは 稲 に属す
 る,, という条件でお きかえられないことを示してい る。
      の
 第二章 族ルB の特異点の集合をもつ有理型関数の挙動
 まず族 ノV§ に属する集合 の性質を詳しく 調べ る。
 いまEをz平面上のコンパク ト集合とす る。 zの任意の近傍 U(z) に対し閉包EUU (z)が ノV昌 に属
 さないよ うなEの点z の集合E (切をE のB。一核と称す ると つぎ の車実が示される。
 定理 肋`届 に属さないならばEのB.一挺 (梅1は空でなく, さらに 岬の 13.一核はκ(串)に
 一致す る。
  これ を用 いて次の定理がえられ る。
                       
 定理 Eπ(π= 1, 2,……)が く覗 に属しE=UEπがコンパクトならばEもまたκ昌 に属す
                     π=1
 る。
 この定理は亀谷一 黒田 によって族坪B について得 られ た結果に相当す る。 この性質を用いれば序
 章で述べたヘルストレム 一亀谷の定理の 一般化として次 の結 果を得 る。
 定理 Eを櫨 のコンパクト集合とし, ノ〕を万を含む領域とする。 ω=∫〔zlは ∂一Eにおいて
 一価有理型で, Eの各点を真性特異点にもっとす る。 このとき∫ωのEの点 z。 での値域
 R.一, (∫, z。 )の補集合のコンパクト部分集合は /暗 に属す る。
 第一章で述べた例によれば, こ の定理の終結はこれ以上改良できない。 さらにこの定理の証 明法
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 を集積値集合に適用すれば次 の定 理がえられ る。
 定理 Dを領域, Pをその境界, Eを「に含まれる族ノ帽 のコンパクト集合, z。 をEの1点
 とする。 ω=∫ωはDで一価有理型関数で島= OD (∫, z。 )一〇,一、 (∫, z。 ) は空でな
 いとする。 このとき9-R、 (∫, z。 )の任意のコ ンパクト部分集合8は ノ幡 に属する。
 こ の定理, 第一章の第二 の定理および第一章で述べた例とをあわせれ ば, 辻の定理は, Eが族 祀
 に属する場合に完全な形で一般化されたことにな る。
 第三董 ある有理型関数の集積値集合について
 前章最後の定理において点集合 Eにあ る条件を付加す れば除外値の集合2は少なくな る。 例えば
 第一章第二の定理はその例であるが, Eが族 稲 のある部分 集合族 に属せばε は極端 に少くなるの
 であ る。 この事実はエルベの定理, 松本 の定理が示す所であるが, これ ら二定理では条件がくい違
 っていていずれがよりよい結 果であるとはいえない。
 この 二定理を含 む形の定 理を与え る。
  Eを全不連結なコンパク ト集合, Fを拡張きれたz平面 に関するそ の補領域, lFπ1 (π=
 0, 1, 2、……)をそ の近似と する。
   Fπ一Fπ一1 は有限個の成分F§ (左=1, 2デ・・… Mの)からなるが log μπ を
 Fπ一Fπ_1 の調和率とする。
                   
   能代の意味の グラフ:・<肪ω<R=Σ log μπ, ・<召 セ)<2πを考えよ う。
                  π=し
   曲線rT:馳セ)=γ(・<TぐR)は有限個の閉解析曲線rl (乞= 1,2,…, m(r))
 か らな る。
    礎“}幽, τ.一ゑ 1.吟
 轡㌣im su, !.g μπ儒。。
      几 一÷DO
 が成立っ ものとす る。
 実はEの対数容量 が零なら ト述の条件をみたすFの近似が存在し, また しの条件 が成立すればE
 は ノV9 に属することが容易に わか る。
 きて, アー ルフ ォルス の被 覆面の理論とエ ルベ の 方法を用いれば次 の定理が証 明さ れ る。
 定理 Eの各点がDの, 少くとも2点を含む境界連続体上にあり, @)をみたすFの近似がある
 ならば, ∫(z)は9=0. (∫, z。 )一〇,一、(∫, z。 ) の任意の成分露πに属する高々2つの
 値を除き, すべて の値を z・ の任意の近傍で無限回と る。




 孤立真性特異点 の近傍における一価有理型 函数の挙動につ いては十 九世紀末に Pi ca rd によっ てえ ら:
 れた決定 的な定理があり, その Picard の意味の除外値は高々二個しかないことが知 られてい る。 その
 後非孤立真性特異点をもつ一価有理型函数に対し上のような Picard 型の定理を証明することが問題と
 されてきた。 本論文で は真性特異点の集合が族 甥 に属 する集合であ る場合に上述の問題が 詳しく論ぜ
 られてい る。
 真性特異点 の集合が対数容 量零の集合であ る場 合には Nev anlinna の研究をはじめいくつかの研究が
 あり, こ の場合には調和優函数の方法が自然かつ極めて有効に適用された。 しかるに本論文であつかう
 場合は一ヒ の場合を特殊な場合として含んで いてかつ調和優函数の方法を直接には適用し難く, 同じ 問題
 を論ずる、試 みが 既になされてい るが, そ の結果は必 らずしも満足すべき ものではな かっ た。
 本 論文にお いては定数でない一価有界正則函数の存在の特性づけ に伴って 導入きれた Pa h王1ev6 零集
 合族 砺 と族 婿 と の類似性に注意しつ つ, 族塑 属する集合の性質を詳しく解析 することによって上述
 の困難を巧みに切り抜けてい る。 すなわち, 族 愕 に属す集合を非退化境界成分上に もつような領域に
 はそ の集合に関 する Evans・Se lberg ポテンシャルに類似の調和函数が存在する事実および族 く秀 に属す
 る可算個の集合の合併で表わせるコンパク ト集合はまた族く蛋 に属するという事実が証明され, これ らの
 事実を調和優函数の方法の代りに用いた。 特に真性特異点が旗艦 の集合をなす一一価有理型函数のそ の
 真性特異点 の近傍での Pi card の意味の除外値 の集合の任意のコ ンパク ト部分集合は族 樗 に属すると
 いう結果とこ の結 果がこれ以上は改良できない事実 を示 すと共にこれらの結 果の集積値集合の理 論への
 変形 を与えて, 族八雲 に属 す真性特異点の集合が函数の定義域の非退化境界成分上にあ ればP1αLrd の意
 味の除外 値は対数容量零の集合をなすことを示した。 これらの結 果はこ の方 向での決定 的結果といっ て
 よく, 上記 の補助 手段 を与えたこ と と共に高く 評価 され る。
 また 参考論文ではりーマ ン面の分類な どにっ いての興味ある結果がえ られている。
 以一ヒ, 本論文 は解析函数の挙動の研究に重要な寄与をし た ものであっ て, 理 学博士の学位 論文として
 合格 と認め る。
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